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Wstep

Geometria ma co najmniej 2500 lat i to wlasnie w ramach tej
dziedziny po raz pierwszy pojawilo si¢ pojecie dowodu matema-
tycznego, to jest dedukcyjnego rozumowania na podstawie zbio-
ru aksjomatéw. Geometria stanowi réwniez bardzo aktywny ob-
szar badawczy w matematyce, ale w ciggu kilku ostatnich dekad
stopniowo znikala z sylabuséw w szkolach wyzszych w Zjedno-
czonym Krélestwie i poza nim. Niniejsza ksiazka stanowi prébe
ozywienia tego tematu.

Przechodz¢ od konkretnych przykiadéw (obiektéw matema-
tycznych, takich jak bryly platoriskie, lub twierdzen, takich jak
twierdzenie Pitagorasa) do zasad ogélnych. Zaktadam niewielka
wezesniejsza wiedz¢ matematyczng czytelnika — wystarczy po-
ziom szkoly $redniej — ale podczas czytania powinien on chcie¢
uzywac oléwka, papieru, kompasu i linijki. Geometria wyréznia
si¢ sposréd innych galezi matematyki tym, ze dowdd twierdze-
nia mozna w niej przedstawi¢ w sposéb obrazowy, bez koniecz-
nosci stosowania algebry, ale jednoczesnie bez uszczerbku dla
formalnych rygorystycznych zasad precyzji.

Nie uzywalem rachunku rézniczkowego i staralem si¢ unikaé
zbyt duzej ilosci algebry. Wyjatkiem jest rozdzial 6, w ktérym od
czasu do czasu pojawiaja si¢ macierze. Mam nadzieje, ze korzysci
beda duze, poniewaz czytelnik bedzie w stanie doceni¢ zwiazek
mig¢dzy wspélczesng geometria a symetria, ale ten rozdzial nie
jest konieczny do zrozumienia pozostalej czesci ksiazki.

Rozdzial 2 dotyczy geometrii euklidesowej i najlepiej prze-
czyta¢ go przed ktérymkolwiek z pézniejszych rozdzialéw,
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z ktérych kazdy koncentruje si¢ na modyfikacji réznych po-
stulatéw Euklidesa. Rozdzial 4, wprowadzajacy przestrzenie
zakrzywione, nalezy przeczyta przed rozdzialem 7, w ktérym
krzywizna pojawia si¢ w kontekscie teorii grawitacji Einsteina.
Rozdzial 5, pokazujacy geometrie pod wieloma wzgledami w jej
najlepszym wydaniu, spodoba si¢ kazdemu, kto chce wejs¢ w ste-
re geometrii z perspektywy sztuki renesansowe;.

Podczas pisania tej ksiazki korzystalem z wlasnych notatek
do popularnych wykladéw geometrii, ktére prowadzilem dla
studentéw ubiegajacych si¢ o przyjecie na Uniwersytet Cam-
bridge. Jestem wdzieczny Nickowi Woodhouse'owi za jego wy-
razy zachgty na wezesnych etapach tego projektu, Lacie Menon
i Robinowi Wilsonowi za przeczytanie wezesniejszych szkicéw
i zasugerowanie zmian, ktére zaowocowaly kilkoma ulepszeniami.
Chcialbym réwniez podzickowa¢ Rogerowi Penrose’owi — za
podzielenie si¢ ze mng swoim geometrycznym spojrzeniem na
nauke oraz za wprowadzenie mnie w klasyczng geometri¢ rzu-
towa. Przede wszystkim za$§ wyrazam wdzigczno$¢ Adamowi
Dunajskiemu — za uwazng lekture manuskryptu i krytyczne
uwagi, a takze za przygotowanie wszystkich zamieszczonych
w ksiazce rysunkéw.



Wstep do wydania polskiego

Chcialbym serdecznie podzigkowaé¢ Wydawnictwu Uniwer-
sytetu Lédzkiego za przetlumaczenie mojej ksiazki na jezyk
polski i zaprezentowanie jej polskim czytelnikom. To ksiazka
o geometrii — dziedzinie matematyki, ktéra rozumiemy jako sys-
tem twierdzen pewnych i niezmiennych, nie za$ teorii pelnych
luk i hipotez.

Zdaje sobie sprawe, ze w dobie pogoni za sensacja i niezna-
nym nie jest to najlepsza zachetg do lektury. Ludzie pragna wie-
dzie¢ o najnowszych prébach unifikacji teorii grawitacji z me-
chanikg kwantows, a nawet zrozumie¢ matematyczne zawitosci
takich préb. Interesuje ich raczej to, czego nauka nie wie, niz to,
co w koncu udalo nam si¢ dobrze zrozumieé. Wyklady popu-
larne o tytulach Czy Wszechswiat jest komputerem kwantowym?
lub Podrize w czasie sg mozliwe: nowa matematyka obala teorie
Einsteina doczekaja si¢ dziesiatek tysiecy kliknie¢ w internecie.
Wyklad Jak Ziemia porusza si¢ w polu grawitacyjnym Slorica? be-
dzie zapewne mniej chwytliwy. Dwa pierwsze wykiady beda
sktada¢ si¢ w najlepszym razie ze spekulacji, ktérych nie-specja-
lisci nie beda w stanie odrézni¢ od rzetelnej wiedzy, natomiast
trzeci, o ile wykladowca si¢ do niego przylozy, pokaze triumf
mysli ludzkiej najwyzszego kalibru: setki lat obserwacji astrono-
micznych polaczonych z postepem w matematyce, ktére dopro-
wadzily Keplera i Newtona do geometrycznej teorii trajektorii
eliptycznych, a potem Einsteina do jej subtelnej i jeszcze bardziej
geometrycznej modyfikacji, przepigknej matematycznie i po-
twierdzonej empirycznie.

Wstep do wydania polskiego 9



Moim celem w tej ksiazce jest préba zainteresowania Pan-
stwa tym, co wiemy o geometrii. Tu i tam wspominam réwniez
o tym, czego nie wiemy — to tak zwane problemy otwarte — ale
staram si¢ opiera¢ na solidnych podstawach, w ramach ktérych
mozna przynajmniej $cisle sformulowacd tego rodzaju problemy.
Jest to szczegdlnie widoczne w rozdziale 7, gdzie przedstawiam
zagadnienie czarnych dziur w geometrycznym ujeciu teorii gra-
witacji Einsteina.

Moje zadanie jest tym trudniejsze, Ze geometria nie jest naszg
narodowg specjalnoscia. Lwowska szkola matematyczna skupio-
na w latach miedzywojennych wokét wybitnego polskiego ma-
tematyka Stefana Banacha zajmowala si¢ analizg funkcjonalna.
Wspélczesne podreczniki z tej dziedziny, ktére polecam moim
studentom w Cambridge, pelne s3 twierdzeri nazwanych polski-
mi imionami. Szkola warszawska, ktérej liderami byli miedzy
innymi Waclaw Sierpiniski i Kazimierz Kuratowski, prowadzi-
ta badania w zakresie logiki i tego, co dzisiaj zwyklo si¢ okre-
sla¢ podstawami matematyki. Mozemy by¢ niezmiernie dumni
z polskich osiagni¢¢ w tej dziedzinie. To tlo historyczne mialo
wplyw na programy nauczania matematyki w szkolach podsta-
wowych i §rednich. M6j rocznik (matura w 1990 roku w 16dz-
kim Liceum im. Mikolaja Kopernika — Kopernik to moze naj-
bardziej znany polski geometra) byt faszerowany teorig zbioréw
i podstawami matematyki od pierwszej klasy szkoty podstawo-
wej — to zapewne wplyw szkoly warszawskiej. P6Zniej uczylismy
si¢ znienawidzonych granic ciggéw, ,epsilonéw i delt”, a takze
tak zwanych tasiemcéw (to upraszczanie skomplikowanych wy-
razen algebraicznych). Moja zona twierdzi, ze tylko dzigki opa-
nowaniu tasiemcéw dostata si¢ do liceum. To wstep do analizy,
a zatem wplyw szkoly lwowskiej. Czy kto$ z Pafstwa pamigta
nauke metod obliczania objgtosci ostrostupa? Albo przepicknych
twierdzen o tréjkatach opisanych na okregu? Ja nie. Taka staro-
modna matematyka nie byla i nie jest w modzie.

Zapraszam wiec Paristwa do studiéw wiasnosci kwadra-
téw, okregéw i tréjkatéw, ale tez bardziej egzotycznych ksztal-
téw, takich jak aperiodyczny parkietaz Penrosea. W dalszych
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rozdzialach zerwiemy z aksjomatami Euklidesa, co da nam
szanse zrozumie¢ geometrie hiperboliczna, a takze geometrycz-
ne podstawy perspektywy. To fascynujace i elementarne dzie-
dziny geometrii, o ktérych nie uczylismy si¢ w szkole, mimo ze
ich zrozumienie nie wymaga zadnych wzoréw lub operacji alge-
braicznych. Jeszcze bardziej fascynujace jest to, ze geometria to
klucz do zrozumienia najdziwniejszych obiektéw we Wszech-
$wiecie: czarnych dziur, a by¢ moze tez ukrytych w nich osobli-
wosci. Mam nadzieje, ze ta ksigzka pozwoli Pafstwu dostrzec
pigkno tej dziedziny matematyki.

Maciej Dunajski
Tulum, wrzesier 2025
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Rozdziat 1
Czym jest geometria?

W VI wieku p.n.e. grecki filozof Pitagoras z Samos i jego
zwolennicy, pitagorejczycy, spedzali czas na odkrywaniu zwigz-
kéw migdzy liczbami a formami geometrycznymi. Przypisuje sie
im udowodnienie tego, co obecnie znane jest jako twierdzenie
Pitagorasa: dla dowolnego tréjkata prostokatnego kwadrat prze-
ciwprostokatnej ¢ jest réwny sumie kwadratéw dwéch pozosta-
tych bokéw a i & (rysunek 1).

Twierdzenie Pitagorasa stanowi wynik w geometrii — termin
ten pochodzi od starozytnych greckich stéw: geo, ‘ziemia’, i me-
tron, ‘miara’ — galezi matematyki zajmujacej si¢ dlugo$ciami,
ksztaltami i powierzchniami. Geometria wyréznia si¢ sposréd
wiekszosci innych dziedzin matematyki tym, ze dowdd twier-
dzenia mozna przedstawi¢ w sposéb obrazowy, bez potrzeby sto-
sowania algebry lub symboli matematycznych, ale jednoczesnie
bez uszczerbku dla precyzji (rysunek 2).

Chociaz przekonanie, ze wszystkie tréjkaty w lewym kwa-
dracie mozna przeksztalci¢ w tréjkaty w prawym kwadracie,
moze wymaga¢ pewnych wyjasnieri, dowéd jest zasadniczo sa-
mowystarczalny. Rzeczywiscie, koncepcja dowodu matematycz-
nego — rozumowania dedukcyjnego wyprowadzonego z zestawu
aksjomatow — po raz pierwszy pojawila si¢ wlasnie w geometrii.
Aksjomaty to stwierdzenia, ktére sa ewidentnie prawdziwe. Po
raz pierwszy zostaly one wymienione przez innego greckiego
matematyka, Euklidesa, w jego Elementach — prawdopodobnie
najbardziej wplywowym zbiorze ksiazek matematycznych, jakie

kiedykolwiek napisano.
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